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DETERMINATION OF THE DERIVATIVE OF THE REDUCED 

MOMENT OF INERTIA BY THE ANGLE OF ROTATION OF THE 

DRIVE LINK USING THE ZHUKOVSKY LEVER 
     

U.A. Abduvaliev, 

Ph.D., dots. TGTU AF 

 

The article considers solutions to the issues of determining the derivative of the reduced moment of inertia by 

the angle of rotation of the reduction link using the Zhukovsky lever 
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В статье рассмотрены решения вопросов олределения производной от приведенного момента 

инерции по углу поворота звена приведения с помощью рычага Жуковского .  

 Для кривошипно-ползунного механизма найти значение производной 𝑑𝐼𝑛/𝑑𝜑 от приведенного 

момента инерции  𝐼𝑛  по углу 𝜑 поворота звена приведения АВ в положении 𝜑 = 60о. размеры звеньев 

𝑙𝐴𝐵 = 0,1 м,   𝑙𝐵𝐶 = 0,4 м,    𝑙𝐵𝑆2
= 0,08 м – координата центра масс  𝑆2 звена 2; массы звеньев 𝑚2 =

4 кг,   𝑚3 = 5 кг;  момент инерции звена 2 относительно оси, проходящей через его цент масс,  𝐼2 =
40 ∙ 10−3  кгм2. 

Р е ш е н и е.  1) Строим схему механизма (рис. 1 а) в масштабе 𝜇𝑙 = 0,002  м/мм. 

2) Строим повернутый план скоростей (рис. 1 б) механизма по векторному равенству 

𝑣𝐶 = 𝑣𝐵 + 𝑣𝐶𝐵 

Методом подобия находим на плане скоростей точку 𝑆2-конец вектора скорости  𝑣𝑆2
  центра 

масс звена 2. 

3) Строим план ускорений (рис. 1 в) механизма по векторному равенству 

𝑎𝐶 = 𝑎𝐵 + 𝑎𝐶𝐵
𝑛 + 𝑎𝐶𝐵

𝑡  

Методом подобия находим на плане ускорений точку 𝑆2- конец вектора ускорений  𝑎𝑆2
  центра 

масс звена 2. 

 4) Вычисляем инерционную нагрузку звеньев 2 и 3. Эта нагрузку для звена 2 будет состоять из 

силы инерции 𝑃и2
, модуль которой равен 

𝑃и2
= 𝑚2𝑎𝑆2

= 𝑚2(𝜋𝑠2)
𝜔1

2𝑙𝐴𝐵

(𝑎𝑏)
  𝑁, 

И инерционного момента  𝑀и2
 

 𝑀и2
= 𝐼2𝜀 = 𝐼2

𝑎𝐶𝐵
𝑡

𝑙𝐵𝐶
= 𝐼2

(𝑛𝑐)𝜇𝑎

𝑙𝐵𝐶
= 𝐼2

(𝑎𝑐)𝜔1
2𝑙𝐴𝐵

𝑙𝐵𝐶(𝜋𝑏)
, 

 где (𝜋𝑠2),  (𝑛𝑐) и (𝜋𝑏) - отрезки из плана ускорений. 

 Момент  𝑀и2
  представим в виде пары сил  𝑃𝑀  и  −𝑃𝑀, приложенных в точках В и С 

перпендикулярно к линии ВС (рис. 1 а). момент этих сил будет равным 
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𝑃𝑀 =
𝑀и2

𝑙𝐵𝐶
= 𝐼2

(𝑛𝑐)𝜔1
2𝑙𝐴𝐵

𝑙𝐵𝐶
2 (𝜋𝑏)

    𝑁 

 Для звена 3 инерционной нагрузкой будет только  𝑃и3
 с модулем 

𝑃и3
= 𝑚3𝑎3 = 𝑚3(𝜋𝑐)𝜇𝑎 =

(𝜋𝑐)𝜔1
2𝑙𝐴𝐵

(𝜋𝑏)
, 

где  (𝜋𝑐)  - отрезки из плана ускорений. 

 5) Определяем с помощью рычага Жуковского приведенную силу. Для этого переносим 

найденную инерционную нагрузку в соответствующие  

 

 

                        

                        
 

 

Рисунок 1.  а)  Общий вид кривошипно-ползунного механизма; 

b) план скоростей повернутый на 90о;   v) план ускорений 

точки плана скоростей (рис. 1 б). Кроме того, к точке б плана прикладываем пока неизвестную 

приведенную силу инерции  𝑃ип
 перпендикулярно к линии АВ (к линии р𝑏). Записываем равенство 

между суммой моментов от инерционной нагрузки и моментом от приведенной силы инерции 

относительно начала р плана скоростей. Из этого равенство находим модуль приведенной силы 

инерции 𝑃ип
: 

𝑃ип
=

𝑃и3
(𝑝𝑐)+𝑃и2

(ℎ)−𝑃𝑀(𝑏𝑐)

(𝑝𝑏)
, 

где  (𝑝𝑐), (ℎ), (𝑏𝑐) и (𝑝𝑏) – отрезки из плана скоростей. 

 Модуль приведенного момента сил инерции масс звеньев механизма при его перманентном 

движении будет       |𝑀и𝑛
| = 𝑃ип

𝑙𝐴𝐵. 

 Для определения производной d𝐼п/𝑑𝜑 момент  𝑀и𝑛
  следует подставить в формулу. 

 Если момент 𝑀и𝑛
 имеет направление, совпадающее с направлением, выбранным за 

положительным для угла 𝜑1, то он должен быть подставлен в формулу со знаком «плюс», а в 

противном случае – со знаком «минус». 
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 Таким образом, искомая производная d𝐼п/𝑑𝜑 при 𝜑1 = 60о будет равен 

𝑑𝐼𝑛

𝑑𝜑1
=  

2

𝜔1
2 𝑀и𝑛

= −
2

𝜔1
2 (−𝑃ип

𝑙𝐴𝐵) =
2

𝜔1
2 [

𝑃и3(𝑝𝑐) + 𝑃и2(ℎ) − 𝑃𝑀(𝑏𝑐)

(𝑝𝑏)
] = 

=
2

𝜔1
2 [

𝑚3(𝜋𝑐)𝜔1
2𝑙𝐴𝐵

(𝜋𝑏)(𝑝𝑏)
(𝑝𝑐) +

𝑚3(𝜋𝑠2)𝜔1
2𝑙𝐴𝐵

(𝜋𝑏)(𝑝𝑏)
(ℎ) −

𝐼2(𝑛𝑐)𝜔1
2𝑙𝐴𝐵

𝑙𝐵𝐶
2 (𝜋𝑏)(𝑝𝑏)

(𝑏𝑐)] 𝑙𝐴𝐵 = 

         =
2∙0,0036

30∙30
[(5 ∙ 12 ∙ 28 + 4 ∙ 24 ∙ 6) −

45∙10−3∙26∙15

0,09
] = 0,016488  кгм2, 

где 𝑙𝐴𝐵 = 0,06 м,   𝑙𝐵С = 0,3 м, (𝑝𝑏) =  (𝜋𝑏) = 30 мм,   (𝜋𝑐) = 12 мм,   (𝑝𝑐) = 28 мм,   (𝜋𝑠2) =
24 мм,   ℎ = 6 мм,   (𝑛𝑐) = 26 мм,   (𝑏𝑐) = 15 мм – размеры звеньев и отрезки из планов скоростей и 

ускорений. 

 Вывод. Решение задачи по приведенной методики дает возможность решить задачи любой 

сложности простым способом и получить достаточно достоверные результаты.   
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